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Le mouvement brownien
Une perspective historique



Une expérience

Emmanuel.Malgras@ac-nantes.fr
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Question :
Qui leur a appris à danser?

Observation :
L’eau ne bouge pas.
Les grains de pollen s’agitent... 
tout seuls!



Une idée géniale



L’eau est constituée de toutes petites 
billes qu’on ne voit pas mais qui 
s’agitent dans tous les sens (d’autant 
plus qu’il fait chaud).

Le grain de pollen est dévié par les 
collisions avec ces petites particules. 
On peut imiter son trajet avec une 
marche aléatoire (en changeant de 
direction au hasard).

x 2 000 000



Une validation physique
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En résumé, la théorie moléculaire cinétique du mouvement
brownien se vérifie de façon rigoureuse et conduit, soit par
l’étude de la distribution des grains, soit par l’étude de leur
agitation, à la rnême valeur précise de la constante d’~voga-
dro, invariant essentiel de la structure de Ia matière.

Or il y a encore d’autres moyens d’atteindre cette constante. Bien

que, pour la plupart, ils ne comportent pas autant de précision,
leur concordance est extrêmement significative en ce qui regarde la
réalité objective des molécules, à cause de leur extrême diversité.
Saus pouvoir les expliquer en détail, je veux au moins les énumérer,
afin que cette conférence vous facilite une perspective d’ensemble
des phénomènes où la réalité moléculaire sous-jacente s’impose le
plus fortement à notre intelligence.

III

21. La formule de dirruç;ion d’Einstein, extrapolée aux molécules,
donne l’unde ces moyens, si l’on assimile les molécules à des sphères.
Elle donne alors, en effet, Na et le raisonnement de Van der Waals
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presque égale à celle ’10,~ . i022 que j’avais obtenue par la méthode
si différente qui consiste à étudier non l’agitation des grains, mais
leur distribution. La moyenne ’11 . 1022 serait acceptable. En tous
cas, le triomphe de la théorie cinétique, donnant le même nombre par
des routes si différentes, est indiscutable.

A une échelle différente, le mouvement brownien nous donne

l’image fidèle des mouvements moléculaires. Ou, plus exactement,
les mo2cve~~2ent~ des grains obser2;és sont déjà des mouvements 1nolé-
culaires, de ~zén2e que l’infra-rouge est aussi bien de la lumière q1!e
l’ultra-violet.

Vous voyez sur le quadrillage ici projeté, où 16 divisions repré-
sentent 50 pL, trois dessins obtenus en traçant les segments qui
joignent les positions consécutives d’un même grain de mastic,
d’environ 1 p de diamètre, pointé de trente en trente secondes. C’est
le carré moyeri de la projection sur un axe de tels segments qui vé-
rifie la formule d’Einstein. Ces dessins ne donnent qu’une idée très
affaiblie du prodigieux enchevêtrement de la trajectoire réelle. Si,
en effet, on faisait des pointés de seconde en seconde, chacun de ces
segments rectilignes se trouverait remplacé par un contour poly-
gonal de trente côtés, relativement aussi compliqué que le dessin ici
reproduit, et ainsi de suite.
Pour varier les conditions d’expérience, j’ai cherché, et j’ai réussi,

à préparer des grains beaucoup plus gros que ceux qui m’avaient
servi jusqu’alors, dont les diamètres s’échelonnaient entre le quart
de micron et le micron. Pour cela, j’ai fait arriver lentement de
l’eau, par un entonnoir à pointe effilée, sous une solution ,alcoolique
de mastic. Les grains qui se forment alors dans la zone de passage
ont couramment un diamètre d’une douzaine de microns, et sont
donc environ 100 000 fois plus lourds que les plus petits de ceux
qui m’avaient servi. Pour que ce poids ne les maintienne pas sans
cesse au contact immédiat du fond, je les ai observés dans une solu-
tion d’urée à 27 0/0 qui a presque leur densité. J’ai alors constaté

que la formule d’Einstein s’applique encore (’), malgré l’énorme va-
riation ainsi réalisée dans la masse des grains.

( 1) Et, depuis, grâce aux petites inclusions contenues dans certaines sphères,
j’ai pu constater et mesurer leurs rotations, et vérifier la dernière formule d’Ein-
stein, vérifiant du même coup l’égalité moyenne des énergies de translation et de
rotation.
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avait été tenté par ~’. Henri, par enregistrement cinématographique,
malheureusement une complication particulière faussa ses résultats,
et fit croire un instant que l’équation d’Einstein était franchement
inexacte.

Si je cite ce fait, c’est que j’ai été très vivement frappé de la faci-
lité avec laquelle, malgré que V. Henri eut énoncé ses résultats de
façon provisoire en faisant des réserves sur leur généralité, les phy-
siciens, même les plus attachés à la doctrine cinétique, furent prompts
à admettre que la théorie d’Einstein devait contenir implicitement
quelque hypothèse injustifiée. Cela montre bien combien est limité,
au fond, le crédit que nous accordons aux théories, et à quel point
ceux mêmes qui les édifient y voient des instruments de découverte
plutôt que de véritables démonstrations.

Bien que gagné par lue doute général, je pensai qu’il pouvait
encore être utile de mesurer l’agitation des grains de rayon exacte-
ment connu que je savais préparer. Un de mes jeunes camarades,
M. Chaudesaigues, voulut bien se charger des pointés, qui, incidem-
ment, sont assez pénibles. Il fallait noter la position d’un grain, à la

1. 
chambre claire, de demi-minute en demi-minute, recommencer avec
un autre grain, et ainsi de suite.
Dès les premières mesures, il devint manifeste, contrairement à

ce que j’attendais, que les déplacements vérifiaient au moins approxi-
mativement la formule d’Einstein. Cette impression se confirma de
plus en plus, à mesure que le plus grand nombre des pointés élimi-
nait davantage les irrégularités de statistique. M. Chaudesaigues
songea de plus à vérifier, et trouva, en effet, que les projections des
déplacements se répartissent autour de la valeur zéro conformément
à la loi du hasard.
Ces pointés se rapportaient à des grains de gomme-gutte. Avec

l’aide de M. Dab1-oivski , je fis, pour des grains de mastic de diamètre
à peu près double, un nombre comparable de pointés. La moyenne
générale portant sur environ 3 000 déplacements (ce qui est encore
trop peu) conduit pour 1‘T à la valeur

de mastic (13 ~ de diamètre) suspendus dans une solution d’urée de même densité
(Voir Comptes J’endus, septembre 1909, et Annales de chi1nie etphysique,même date).
Au degré de précision possible, la formule se vérifie remarquablement, donnant
pour N la valeur 65 . 1022.

J. Perrin, Journal de Physique théorique et appliquée, 1909 



Une théorie mathématique
Equation stochastique  de Langevin

« elle est indifféremment positive et négative, et sa 
grandeur est telle qu'elle maintient l'agitation de la 
particule que, sans elle, la résistance visqueuse finirait 
par arrêter. »

est un bruit blanc Gaussien

Fonction aléatoire fondamentale de Wiener

m
d~v

dt
= �k~v + ~⌘

• force de frottement �k~v (loi de Stokes)
• force ~⌘ (chocs aléatoires )
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La construction de Wiener est faite en se restreignant d’abord 
aux temps entiers, puis en procédant par interpolation 
(Differential space), de sorte à ce que les différences sont des 
variables indépendantes centrées.

Ce modèle est pour les fonctions ce que la variable aléatoire 
normale est pour les nombres.
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• force ~⌘ (chocs aléatoires )
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Marches aléatoires
Une approche pédagogique



L’abeille désorientée
Trace un chemin de l’abeille.
A chaque étape, lance le dé
- Si tu fais 1, avance vers le haut
- Si tu fais 2, avance vers la droite
- Si tu fais 3, avance vers le bas
- Si tu fais 4, avance vers la gauche
- Si tu fais 5 ou 6, ce tour ne compte pas

Combien de jours a mis l’abeille à s’échapper?
(On considère qu’elle s’échappe dès qu’elle touche le bord.)

Une reine abeille voudrait quitter sa ruche. Chaque 
jour, elle avance d’une alvéole. Mais chaque nuit, elle 
oublie dans quelle direction elle a avancé la veille et 
choisit une nouvelle direction.

Observations :

- on n’obtient (presque) jamais le même trajet

- Tous les trajets se ressemblent : l’abeille 
revient en arrière, fait des boucles....

- En général, elle met très longtemps à sortir de 
la ruche.



Les pirates pourront-ils s’échapper?

Travail individuel

Les pirates décident de s’en remettre au sort : ils se déplacent le long 
des arêtes du réseau d’hexagones ci-contre et à chaque intersection 
ils tirent à pile ou face la direction à prendre :
- Pile : à gauche
- Face : à droite
Dessine le trajet de ton bateau. Attention de bien faire attention à 
chaque fois à la direction par laquelle tu arrives aux intersections.

Est-ce que ton trajet est le même que celui de ton voisin?

Au bout de combien de temps ton bateau est-il sorti pour la 
première fois
- Du premier contour?
- Du deuxième contour?
- Du troisième contour?

Est-ce que la stratégie des pirates est efficace?

Les pirates pourront-ils s’échapper?
Les pirates se sont perdus au milieu d’un archipel. Il 
y a des îles à perte de vue, et ils ne savent plus 
comment s’échapper.

Ils décident de s’en remettre au sort : ils se 
déplacent le long des arêtes du réseau d’hexagones 
ci-contre et à chaque intersection ils tirent à pile ou 
face la direction à prendre :
- Pile : à gauche
- Face : à droite
Dessine le trajet de ton bateau. Attention de bien 
faire attention à chaque fois à la direction par 
laquelle tu arrives aux intersections.

Est-ce que ton trajet est le même que celui de ton 
voisin?

Au bout de combien de temps ton bateau est-il sorti 
pour la première fois
- Du premier contour?
- Du deuxième contour?
- Du troisième contour?

Est-ce que la stratégie des pirates est efficace?

Les pirates se sont perdus au milieu d’un archipel. Il y 
a des îles à perte de vue, et ils ne savent plus 
comment s’échapper.



Observations :

Les temps de parcours ont une répartition en cloche.

Le temps de parcours moyen augmente beaucoup plus vite 
que la distance à effectuer.

Travail en groupe

A partir des résultats de tous les élèves :

- Faire un diagramme en bâtons représentant les 
temps de sortie pour chacun des contours.

- Calculer le temps de sortie moyen pour chacun des 
contours.

- Faire une représentation graphique du temps de 
sortie en fonction de la distance.

Distance

Temps de 
parcours



Visite de New York…
Pierre a décidé de visiter New York, en se promenant au petit bonheur la 
chance… la meilleure façon – pense-t-il – de faire des découvertes insolites!
Il part de Central Park, et à chaque carrefour il demande à son téléphone de 
tirer à pile ou face pour savoir s’il doit aller à gauche ou à droite.

Un peu de géométrie 
Pour repérer le trajet de Pierre, on note Pn (de coordonnées (xn,yn)) sa 
position au temps n, et Vn (de coordonnées (un,wn)) sa vitesse entre le 
temps n et le temps n+1. 
- (un,wn) = (1,0) quand il va vers l’Est, et (-1, 0) quand il va vers l’Ouest
- (un,wn) = (0,1) quand il va vers le Nord, et (0,-1) quand il va vers le Sud

Sa position au temps n+1 est donnée par An+1 de coordonnées 
xn+1 = xn+ un et yn+1 = yn+ wn

Sa vitesse au temps n+1 dépend du tirage :   Pile tn = 1, Face tn = -1.
Montre en faisant un tableau de toutes les possibilités qu’on a

un+1 = - tn x wn et wn+1 = tn x un

Un peu de programmation
Utilise l’algorithme précédent pour faire un programme Scratch qui 
représente un trajet de Pierre.
L’utilisateur devra entrer un nombre k.
Le temps total dont dispose Pierre est k2 (c’est-à-dire qu’il faut faire une 
boucle où n va de 1 à k2).
Les axes des abscisses et des ordonnées seront gradués de -5k à 5k.

Quelques expériences
Fais tourner plusieurs fois ton programme avec k=5, 10, 15, 20, 40.
Qu’observes-tu?
Comment varient la longueur et l’allure du trajet de Pierre?

A0 (0,0)
V0 (0,-1)

Central Park
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La surface visitée est 
« relativement » importante, 
mais pas uniforme.



Marches aléatoires
Un peu de probabilités
On note Pn (de coordonnées (xn,yn)) sa position au temps n, et Vn (de 
coordonnées (un,wn)) sa vitesse entre le temps n et le temps n+1. 
- (un,wn) = (1,0) quand il va vers l’Est, et (-1, 0) quand il va vers l’Ouest
- (un,wn) = (0,1) quand il va vers le Nord, et (0,-1) quand il va vers le Sud
Les variables aléatoires Vn sont indépendantes et de même loi. 
On choisit P0 de coordonnées (0,0).

Calculer la position Pn, en fonction de Pn et des vitesses.
Montrer que la moyenne de Pn est 0.
Calculer la moyenne de |Pn|2.

Des limites
Soit t un nombre fixé.
Quelle est la distribution limite de la variable |Pnt|2/n quand n tend vers 
l’infini?
Soit dt un petit incrément.
Quelle est la distribution limite de la variable |Pn(t+dt) - Pnt |2/n ?

On peut ainsi définir à la limite un mouvement dont les trajectoires sont 
presque sûrement continues (mais pas dérivables), c’est le mouvement 
Brownien.

Une petite question subsidiaire
Peux-tu imaginer d’autres marches aléatoires qui convergent aussi vers le 
mouvement brownien?

La marche aléatoire la plus simple dans le plan est obtenue en tirant 
au hasard à chaque étape l’une des quatre directions Nord, Sud, Est, 
Ouest (chacune avec probabilité ¼), et en avançant d’un pas dans 
cette direction. 

Une animation peut être visualisée sur http://sorciersdesalem.math.cnrs.fr/RW2BM/rw2bm.html

Emmanuel.Malgras@ac-nantes.fr
Tampon



Le mouvement brownien
Un objet central en mathématiques



Des trajectoires peu régulières

Les trajectoires sont continues mais différentiables nulle part.
Leur variation totale est non bornée sur tout intervalle.

Loi du logarithme itéré
(Khinchin 1924, Kolmogorov 1929)

presque sûrement.

m
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dt
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• force de frottement �k~v (loi de Stokes)
• force ~⌘ (chocs aléatoires )
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Les séries de Fourier-Wiener
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Le mouvement brownien peut être représenté par la 
série de Fourier-Wiener 
(Steinhaus, Paley-Zygmund)



Les équations de diffusion

Soit           la probabilité de trouver une particule brownienne en  
au temps t. En utilisant le calcul stochastique (Itô), on obtient
l’équation de diffusion
(loi de Fick, loi de Fourier)
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De la géométrie complexe
Le mouvement brownien plan peut être étudié par les outils de 
l’analyse complexe et des transformations conformes.

L’ensemble décrit par la courbe brownienne 
est d’aire nulle. Son aspect est celui d’un tapis 
déchiqueté sur les bords et presque entièrement 
dévoré par les mites. Mais il lui reste quand même de 
l’étoffe : sa dimension de Hausdorff est 2 (Kahane).

Sa frontière est constituée de contours 
disjoints, ayant tous le même aspect fractal, 
avec des tailles différentes.
(Lawler-Schramm-Werner)


