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PROBLEME

On s’intéresse a un probléme de biologie. Des polymeres
sont constitués de chaines d’atomes pouvant aller vers

le haut (H), vers le bas (B) ou a droite (D). lls ne peuvent
pas retourner sur leurs pas. Combien de chaines a 100
atomes existent ? A 1000 ?

PLAN

1. Un graphe qui mene a une matrice d’adjacence

2. Sommes de suites
3. Une suite récurrente qui mene a une forme explicite

*Chaque partie correspond a une approche différente de la
résolution du probléme, elles sont par conséquents
indépendantes les unes des autres



1- Un graphe qui mene a une matrice

d’adjacence

tout d'abord on essaye de faire un arbre des possibilités pour modéliser la
situation ainsi que des exemples de chaines :

—’______’_,_,.-H

H=—— _ p

/ H
H-\_\ //D
\

D

on appelle la possibilité d’aller en haut H, celle d'aller en bas B et celle d’aller a
droite D et n le nombre d’'atome par chaine.

n=s = B TH
‘ B H
.—
D

on observe que :

D

jB & n=6

e quandon allé a D an, on atrois possibilités a n+1 :

- aller a droite
- aller en haut
- aller en bas



e quandon allé en H an, on a deux possibilités a n+1 :

- aller a droite
- aller en haut

ici on ne peut pas aller en bas car cela reviendrait a revenir en arriére

e quandon allé a Ban, onadeux possibilités a n+1 :

- aller a droite
- aller en bas

ici on ne peut pas aller en haut car cela reviendrait a revenir en arriere

on modélise cette situation par un graphe:

N
sUf;Q

et ce graphe par une matrice d’adjacence:

D B H
DJ/I(1(1]|1
Bl 1 1 0
H\|1]|0| 1

comme une matrice d'adjacence a la puissance n nous donne le nombre de chemins
partant de X et arrivanta Y a n et que au départ de notre polymere on a trois
possibilités :

- aller a droite
- aller en haut
- aller en bas



tout comme a D, c'est comme si notre chaine partait de D. Donc pour obtenir le
nombre de chaines de n atomes possibles on met notre matrice a la puissance n qui
nous intéresse et on additionne les chemins partant de D et arrivant a D, les chemins
partant de D et arrivant a H et les chemins partant de D et arrivant a B

n
AaAxa
1(1]0
101
exemplean=2:
m 11
10
2 0 1
1(1(1 1j3] 1 g 2 |2
— IR 1x1+1x1+1%x0 1x1+1x0+1x1
1/1] 0 - 1/1|10 (1><1+l><1+0>:l I1x14+1x14+0x%0 1xl+1xl}+0x1)= 2 2 1
1 0 1 1101 1 IX1+0x1+1%1 1xX1+0%1+1%x0 1X1+1x0+1x%1 5> 11 |2

3+2+2=7
C'est bien le nombre de possibilités au rang 2



2- Somme de suites qui méne a la matrice:

Tout d'abord, simplifions : On utilise la lettre H pour dire aller vers le Haut, la
lettre D pour aller vers la Droite, et |a lettre B pour aller vers le Bas

SOMMES DE SUITES

i+
H(n) DEH

H(n+1)
D(n) D(n+1)
B(n+1)

0 B

Autrement dit :

e Pour aller vers H au rang n+1, il faut étre passé par H et D au rang n
e Pour aller vers D au rang n+1, il faut étre passé par H, D et B au rang n
e Pour aller vers B au rang n+1, il faut étre passé par D et B au rang n

onadonc:
Hns1 = Hn+ Dn
Dhiv = Ha+Dn+ By
Bns1 = Dn+ Bn

On veut associer nos suite a une matrice :



H n+1 =1Hn+ 1Dn + 0Bn
D,.: = 1Ha+ 1Dn + 1B
E;I'I—'l =UH|-|+ 1D|-|+ 1B|-|

Ainsi, les différents coefficient nous permettent d'obtenir notre
matrice d'adjacence telle que:

[!
- QSR G
=
N =

On peut ainsi exprimer nos suites de maniére explicite :

Sn=Anx S-ﬂ

e
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=3 3 =3I
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S =t
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X
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3- Une suite récurrente qui mene a une
forme explicite :

En reprenant notre arbre des possibilités on observe :

___,,..-—-—"“”"H

I_I-___'_'_‘_‘—D

H

On observe également qu'a
chaque nceud on a toujours une
unique possibilité d'aller vers la

droite. Et donc le nombre de

possibilités a n nous donne le
nombre de D a n+1.

On peut donc exprimer D :

nombre de D a n+1 = U,

tous les directions nous donne 2
directions possibles. En conséquence le
nombre de direction a n+1 qu'on
nommera U, ., est le double du nombre
de possibilité a n (U,) + plus une direction
possible pour chaque D a n.
Onadonc:

Una=2 x Un+ nombre de
Dan

3D D

3 possibilités possibilités



On en déduit une suite récurrente telle que :
Up+2=2Up+1+Up

A l'aide de cette suite on écrit un programme python :

—TRELAT I TT

# Créé par GRIMAULTI, le 19/12/2823 en Python 3.
from math import®
n = 1nt(1nput( _nf"- du texte : entrez le na 1b’ e chaines d'atomes™))

vy . 1
2 a - R
r J I_r = l_' i =) ..J ELrs ..Jl_—_'\- |.H_-_'\-_'~ |."_-|.'_ l_'_'\- COLCL l_—l:_w- ManueL LEMENT

X=[3,7, 17,41 ,99]

# expression algorithmigue de la suite Un+2=2(Un+1)+Un
for i in range (5,1081):

x=X[1i-2]+2*X[1i-1]

X.append(x)
print("le nombre de possibilités est :™)
print(X[1leea])

A l'aide de l'algorithme ci dessus on trouve U,y =

17386281736151004811339273206328751880919082410468424576357007

29441778413065221860078812487576475261555989652243421852656078

29530599877063992267115274300302346065892232737657351612082318

88408572008575513597548158420520052147279036884984750111442313

38086908272796670230489503253510040494782737313696440532816033

56987998498457434883570613383878936628838144874794543267245536
801570068899

On cherche a exprimer cette suite de fagon explicite :

Pour cela a l'aide de notre suite récurrente, on pose une matrice U, telle que

U, = onadonc U,= car u,=1 etu,=3
Un+1 3

On peut trouver la forme explicite de cette suite de matrices en cherchant la
matrice A telle que U,= A"x U,.

Comme U,,, =AXU,, on pose un systeme d'équations avec les valeurs
connues, et on trouve :

()



n
0 1 1

Onadonc: U,= X

1 2 3

On cherche une suite explicite :

Pour cela on utilise 'équation caractéristique de la suite :

x?=2x+1 @ x*-2x-1=0
on trouve les racines de ce polynéme

Ri=1-—+2 R,=1++2

or pour une suite récurrente d'ordre 2, on peut trouver une suite
explicite de la forme :

Up=axR"+B xR,"

Grace aux valeurs trouvées manuellement de U, et U,, on trouve un systéme
d’équations :

3=a x(1-v2)+Bx(1++2)
T=ax(1-vZ) +px(1+vZ)’

1-v2
a = ~ 5
Par substitution on trouve a et ﬁ:
14v2
B — -

onadonc:

1+V2
2

X (1+V2)"

Up=222 x (1= V2)" +

On retrouve le méme résultat qu'avec l'algorithme.



